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Die beiden folgenden S&e gehen zuriick auf Cauchy [I] und Davenport 
PI, [31 : 
(1) Sind X, ,.,., X, nicht leere, endliche Teilmengen der additiven 
Gruppe der ganzen Zahlen Z, so gilt (I M ) sei die Anzahl der Elemente einer 
Menge M): 
(2) Sind X, ,..., xh nicht leere Teilmengen der additiven Restklassen- 
gruppe Z, , p Primzahl, so gilt: 
1(x, + -*’ + xh 1 xl E xl ,***, xh E &}I > 
min(P,IX,I+“‘+IXhI-((h-l1)). 
Eine geringe Modifikation der hier betrachteten Fragestellung flirt zu 
einem ungeldsten Problem. Auf Grund der Anordnungseigenschaften von i2 
ergibt sich leicht: 
(3) Fi.ir jede endliche Menge X C Z und h E N mit 1 < h < q = 
I X 1 gilt: 1(x1 + ..* + xh I x1 ,..., xh paarweise verschieden aus X)1 >, 
h(q-h)+ 1. 
Zu der entsprechenden Abschatzung in Z, (p Primzahl) ist die folgende 
bisher unbewiesene Vermutung (I’) aufgestellt worden: 
(V) Fiir XCZ,, p Primzahl, und hEN mit 1 <h,<q= 1x1 gilt: 
I& + ... + xh I x, ,..., x, paarweise verschieden aus X)1 3 min {p, 
h(q - h) + 11. 
In [4] ist die Vermutung (V) ftir eine Reihe von Spezialfallen bewiesen 
worden. Eines dieser Resultate lautet: 
(4) Bei festem h und q ist die Vermutung (I’) ftir fast alle (d.h. alle, 
bis auf endlich viele) Primzahlen p richtig. 
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Dieses auf den ersten Blick schone Ergebnis ist jedoch bei naherer Betrach- 
tung dem Problem nicht angemessen, da eine Aussage vom Typ “fur fast alle 
Primzahlen p” in wesentlich allgemeinerer Form beim Ubergang von Z zu H, 
stets giiltig ist. Diese hier angedeutete Verallgemeinerung auf eine gr6Bere 
Klasse von Summen-Anzahl-Abschatzungen ist explizit formuliert worden 
von Burde [Yj. 
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, das Resultat aus [5] auf beliebige 
abelsche Gruppen zu iibertragen. Hierzu benutzen wir das aus der Logik/ 
Modelltheorie unter dem Namen Endlichkeitssatz bzw. Kompaktheitssatz 
bekannte Theorem. Zur bequemeren Formulierung des folgenden Satzes sei 
eine Definition vorangestellt, der sich alle bisher genannten Summen- 
Bildungen unterordnen lassen. 
DEFINITION. Gegeben seien zwei Matrizen 
und 
A = (Q); i = I,..., r; k = l,..., nl 
B = (b&j = I,..., s; k = l,..., m 
(r, s, M E F+J) mit ganzzahligen Elementen aiL , bjl, E Z und derselben Spal- 
tenanzahl m. Dann sei fur eine kommutative (additiv geschriebene) Gruppe G 
M(B, G) :- {(x1 ,..., x,J E G” j bj,x, + ... + bj,x, + 0 fur alle j = l,..., 3.1 
und im Falle M(B, G) # ,@ 
SATZ. Zu (gem@ obiger DeJinition) vorgegebenen Matrizen A, B mit 
M(B, i2) # % gibt es eine natiirliche Zahl d E N mit der Eigenschaftt: ftir jede 
abelsche Gruppe G # CO>, in der kein (von 0 verschiedenes) Element eine 
Ordnung kleiner als d hat, gilt M(B, G) # o und (A/B/G) = (A/B/B). 
Beweis. Zunachst ist leicht einzusehen: 
(5) Fur hinreichend groBes d gilt M(B, G) # ia und (A/B/G) :: 
(A/B/Z). Denn: Es sei (x I ,..., x~) E M(B, Z) mit (A/B/Z) = l(ai,xI + ... i- 
a,nlx, / i = I,..., r>l . Enthalt G eine Untergruppe isomorph zu Z, so ist (5) 
sicher richtig. Andernfalls enthah G eine Untergruppe isomorph zu Z, mit 
n 2 d und fur x E Z bezeichne X die zugehijrige Restklasse in Z, . Dann ist 
fur d > m . max (Jaik I, ) bjk I> . max (1 x1 I ,..., ] X, I> sicher (zl ,..., jT,) E 
M(B, Z,) und (A/B/Z) = I(ailX, + *.* + ai,,& 1 i = l,..., r}l , woraus (5) 
folgt. 
Es geniigt also im folgenden fur hinreichend groBes d (A/B/G) 2 (A/B/Z) 
18 UDO RICKERT 
nachzuweisen, was zunlchst fiir die additive Gruppe der reellen Zahlen iI3 
geschehen solI. 
(6) Es ist (A/B/R) 3 (A/B/Z). Denn: Es sei (x1 ,..., x,,J E M(B, R) mit 
(A/B/R) = I{uilxl + .** + aimxm / i = l,..., r)l . 
Die Fllle (A/B/R) = r oder r = 1 sind trivial. Daher kann die folgende 
Konstruktion als nicht leer angenommen werden: immer, wenn fur zwei 
verschiedene Indizes v E {I ,..., r}, p E { l,..., r}, v < p avlx, + *a* + a,,x, = 
au13 + **a + aumxm ist, so schreibe man mit Unbestimmten y1 ,..., ym die 
Gleichung auf (aMl - a,,) y1 + **. + (a,, - a,,) ym = 0. Man erhalt so 
ein lineares Gleichungssystem (*). Sollte der Rang von (*) gleich 0 sein, so 
liegt - wie man leicht sieht - wieder ein trivialer Fall vor. Weiter kann (*) 
nicht den Rang m haben wegen der Nebenbedingung (x1 ,..., x,) E M(B, R). 
Wir diirfen daher annehmen (0.B.d.A. bis auf eine Permutation der y, ,..., y,): 
(*) ist aquivalent zu einem linearen Gleichungssystem 
c**> Y1= %t+1Yt+1 + *se + c~,,JJ~ (mit rationalen Koeffizienten) 
Yt = G,t+1Yt+, + *-* + Ct,mYwk* 
Dann ist also (x1 ,..., x,) eine Liisung von (**) unter der Nebenbedingung 
bjl~l + *.a + bjmym f Ofiirj = I,..., s. Aus Stetigkeitsgrtinden gibt es dann 
such den x1 ,..., x, benachbarte rationale Zahlen z1 ,..., z, E Q mit: (zr ,..., z,) 
ist eine Liisung von (**) und somit such von (*) unter der Nebenbedingung 
bil y, + -se + bj, ym # 0 fiir j = l,..., s. 
Hieraus folgt (A/B/R) 3 (A/B/Q) und somit wegen (A/B/Q) = (A/B/Z) 
- “Multiplikation mit dem Hauptnenner”-die Richtigkeit von (6). 
(7) Fur abelsche Gruppen G # (0}, in denen jedes (von 0 verschiedene) 
Element unendliche Ordnung hat, gilt (A/B/G) 2 (A/B/Z). 
Denn: Es geniigt, (7) ftir endlich erzeugte Gruppen zu zeigen. Nach dem 
Darstellungssatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen kiinnen wir daher G 
als direktes Produkt endlich vieler zyklischer Gruppen annehmen, wegen der 
unendlichen Ordnung aller Elemente also notwendig G = Z x . . * x Z (n-mal). 
Und wegen (6) sind wir jetzt fertig, da R eine zu Z x *a. x Z isomorphe 
Untergruppe enthalt (man fasse etwa [w als Q-Vektorraum auf). 
Das Resultat (7) kann man nun folgendermal3en in der Sprache der 
Pradikatenlogik (mit Funktionszeichen und Individuenkonstanten) erster 
Stufe mit IdentitHt darstellen. Als besondere Symbole nehme man die 
Gruppenverkniipfungen + (2-stellig), - (1-stellig), 0 (Konstante). Sodann 
schreibe man die folgenden Axiome auf. 
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Erstens: eines der iiblichen Axiomensysteme fur eine kommutative (additiv 
geschriebene) Gruppe. 
Zweitens: die abzahlbar unendlich vielen Axiome 
Vx(x # 0 - x + x # 0) 
Vx(x # 0 * x + x + x # 0) 
U.S.W. 
Drittens: das Axiom 1x(x # 0). 
Dann ist durch diese Axiome die Masse der von (0) verschiedenen abelschen 
Gruppen, in denen jedes von 0 verschiedene Element unendliche Ordnung 
hat, definiert. Nach (7) folgt aus diesen Axiomen die Aussage (A/B/G) 2 
(A/B/E), die sich (bei festem A und B) ebenfalls in unserer betrachteten 
formalen Sprache ausdrticken la&, wie es durch das folgende Schema ange- 
deutet wird: 
Dabei sind nattirlich noch Ausdrticke wie -3x, formal zu ersetzen durch 
C-4 + (-x2> + (-4. 
Als Konsequenz aus dem Endlichkeitssatz ergibt sich nun, da13 schon aus 
endlich vielen unserer Axiome die Aussage (A/B/G) > (A/B/Z) folgt. Das 
bedeutet : 
es gibt eine nattirliche Zahl d, so da13 (A/B/G) > (A/B/H) fiir abelsche 
Gruppen G # (0) gilt, die keine von 0 verschiedenen Elemente von einer 
Ordnung kleiner als d haben. 
Zusammen mit (5) ist unser Satz also bewiesen. 
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